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»ГО 

/> ^ 

Г г / /• .4 

{УЛ 
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Ф^ф(оо) ~ у > 2. 

/** 


.1 ,хс:ді с^'Х, о- сед , 

,гч«, а "" & 

■$? '-АХ ф х 5 .г^ 


К ВНраКОЕй: 

..- ч/ 

му г 
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/' г " ,< " ' ф(ов) =* ф(ж+к) 

яря изменения Ьо от с х, до об-ъ4 * По теореме о іадви-дом 
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о верной* меншеі ®ос-‘ -. 
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предположений в 




г« 0 и 1 м е т р 


в ы с ж а х произведи 


пусть функция 
ференцируемой 


МГсРЬ ( Р V 


(р^2) нр ос-«об 5 
/Я^Х- л "> 

.я*-'' { СЬі ■'?& р 


являет ой■ з 

покажем» что форш 

V 


■ - у "Ру-^ . * 

симметрична* Предположим» что аналогичное утвержденіе окра 

Ѵ' ■ 


лив о дм всякой 
можем написать 


(р- г, 




{04 Ар,~ - щ г “ ^ 


дифференцируемой 
СР-Л 


Тогда 


где 


# ) ' ж ') ~ Ф (ж)-'Я'о ттѣ 


У Р 


V б? Л. .Л& 

.•„ аа 



* Поэтому в левой части І6.і используя 
индукции» можно переставлять аргументы Ар-і,, в| 
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і их обобщенное г 
» Зепѳвь ш птіш. 1 . 


С(/у€) также 


докажек« что 




д.и первой производной, произведения <хсс^ у -ѵ 

С кЫ — л С'-' і. ч^. «ж с «-О / . ■- - 


чили в 1*346 формул 


причем операторш- в право! части кмешг ужаваіаыі там смысл. 

а* $ \ / / ; - , » / ( Г і> ѵ V У ... :>. 

С іУжУ/лУ Ж < РУл 

чюЭ *■■ >' '■ ■• лу ' ... ’■ ■■' 

Івм самым эти операторы являются снова обобщешыш гшсшэвс 
ш ш в случае 


» во доказанному» снова дифферев 


ш ПО 


* 1спользуя формально метод записи 1*346„ ш 


> \ —. / ,-ѵг !І /~Л \ / < ,ѵ \ \, 

с р/ — \. <*> Ы'А и'і-Ъіу 


.-ч*, Г ’Ѵ-Д- ■? $, л \ ѵ , 

У у 4- 


< -ж УЗУ.! /і-ІД.Ут л 


^ ^ Ж с^ -г <’ С'-^б ^Щ }> Л 

Іідекен 1 к 2 у средних слагаешх поставлены потому* что і?і 
слагавшіе имеют различный смысл» в чем нетрудно убеди * » 

С и Ш -?и к ч ^ & <■■&> -*• ;•" 

-Л- \ -'X- ( Ж.'} ^ )> -г \ |1/' І-М^-У ..■ , ■■ 


в правом части (I) снова являются 
обобщенными произведениями» что позволяет яри р>Л^ тюк о 
дифференцированіе» После р шагов мы йолучім'формулу 
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>■ I І I, у \ 


к *\ , (рі , ѵ .. / /\\ . ^ и*~ь ,, , ч 

(ы =■ \ се с *) У' (*у с ■+■ \ ('-€), и- Ы) > 


\ \ ...{.. 
у С/ ? 


■С Т < Со" ^^)>й + < *'Ы). 


•і . л \ /7 \ гл • 4- і~ у' \ 

? л ^ \.-Ь^ у' {Ъі/рір-ч) * • * ѵ ^Д-ч : и^ у (-''€*) / ѵ 

<$ . 

Здесь одинаково записанные слагаемые с различным 


десь одинаково записанные слагаемые с различными шщеж 
шт различный стоя» выявляющийся при записи в диффер 
ах? О л/-/}4 і 

» . ('Ь’/ 7ѵр, . . як/''"" Ч <Л/ ( ■'€•7 -Я'|й I Фіу “Г 

-г < 0 С^“% 5 ) - 4 ^ ^( 4 }Л 4 > -I- ... 
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л ах г 


+ С фЧ ’ Ѣр~і ■ ■ • У ‘(^Ар + 

х ‘ОС» " фЖ‘)'/4с?.». МІ'З ^ ^ ('$/} •■'" ^* * • < 

4- < 0& ѵ "Ы) Ар~%* Гі '^)-Яр -ф •* 

. .ѵ ч •ев' ( у'’(У у) Ар*** 


жт же образовать соответствующую степенную форму» ко 
•,ф.=г & А* ~ А , те мм получим белее пшетш фошѵд 


>* Г ’ ? «А-,«С \ і/ 


4 О <' аз 

I Ч. 


у р ■'“ 

■#Ѵ ч 40 ММ ПОЛУЧИМ 

белее про 

^стую с 
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Г >4 # 
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+ <' <&Ш, 4<.* -:4 > 

С** ’-Д 
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КЛИ $ В СІ 

> (Р\ ... V 

С {'С/} 


записи, 


(Я, У» 


С^-- < '3>" { (.=бф {/(Ф}}і- & < 'ОС' 1 ^ '"Ьсее У' 1 (4ЛУ і 


1> / 0 - •$} 

Г ч- ? ^ 


СР-ЛЛ 


Ш» Я' ^ > +. • • 4' < Я'' Ш > 




(формулш- Лейбница); следует , однако, петь в вшду, тс 

_ /' і. Ч. / гг/г % 

З&йа Ф*. ^Гк'лФЯІУ 1 К? Й> Ч» -Ій'?'!- ^ч:*№ И* ЦТ 'К, Ч^.Л & Ѵ\ г *\ « гг А ХТе»#* ■Цй’’ <• /5 ?: чл» у >% I 

#1 г« формула Мкйр^л. ІОмшьѵ й рзолйоаЦй&А \Ч/ ,64 \,^./«* 

О ОА 'Р гг А т та в ГГ Т» ') К " М О Ц И К в С Л О Ж Н Г) 

■*•- ^ ч - г *••'■'' ЛА ч * г ~ і " ' " '-' ч ■ ^ , і ѵ 

Теорема*, Пусть ^ . 


уференцмгуемая при ЯО-^оО * « ^ 

у екцмя ? р раз дифференцируемая при у**4~ ^(.сЦ ел ѵѵ 
.ожяая функция 12г [, ^(я>)] « 6 М I Х“~* ’В 1 


р о. з диф<|. ер еш з, мру ем а при дэ- » & * 


Предполагая теорему справедливой для * номера р~ -1 >, ( 

кажем ее для номере р * Пешая производная функцій 

согласно Х*33 имеет вид г , _< г ,,/^«уьр/^ч 

> Р^} & I ІГ'Р^І у *■ х ѵ • 


Пешая производная функцій 

? /де) -• зЬ і І/'І *ИЛ |/ * ^V * 


Первый множитель есть композиция р раз ддффере 
мой функціи с/'М я р~і раз дифференцмруемой фув 
Ъ’(у\ і согласно предке ложен» индукции этот множит ел 
р ~ і раз- дифференцируемая функция с.! ф « Второй 


очевидно » 

есть 

р~і раз дифференцируемая' с| 

іуішда © 

.*ч» щг- ч 04 

і'і «?& у Ч.* ф-А» %„■ 
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произведшіе есть- 
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Щу Зя .:•■•■ цят 0 * 

^’Ѵ* 

Отсмда ’ К'св) есть 
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Г 

раз дифф 

&\Х Г -Х'5 *■;=> ~ Т ГЙ Л? 

Ч-;> ИЛ#* V Л 


* что к требовалось» 
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с и и е п р о і з в о 
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е о б р 

Г 0 0 л 

е р 

а т о р а* Пусть , как в 

Т Л Я5 

із& е і ( 

обратимый 

лине. 

ііішй оператор, действую! 

ІЩЙ из 

простран 

в пространство 

V , а огб V -^17 

■ ««> С) біі 

іатный к - 
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что функція- ^ пш 
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можно записать в 


/ - 4 \* ✓ -1 , -і\ 

І.СС- ') = -. тое. I ос> > 


о бо б 


которое понимать следует, конечно, в смысле (!)♦ Если 
’ШШр что функція ос/' дифференцируема р шз. 



лвйно г <аЛ'3 % ш функции (сс ''} будет дифференцируема р раз* 

Т -в», ''>% " Л 4---/ 71ЛП І|*в» **.«« ,, «■ Л .... Л 

А * ѵ * •-' ч - «НН РУ Д' # і рсМ* ІЙК іШЬ ДДй Р '; 

утверідвкме справедливо* то приведенное распаденіе шказцадад 
что оно справедливо дли любого % что ж треботд 

ЗеНб®, В к с іи @ производные неявно! 
ф у к к ц и и* 


I .-уъ -■ | 
Ч / 


р е ъ 


ТЪ ВЫПОЛНй* 
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і условия теоремы о веяад 

ф(-Щу) ( V- і о&& х а р* 5?.* 


р С «X, ■€ і ” СУ 


НО® ФУНКЦИИ 2 «ІЗ| ; 

\ъ-оИ<Ъ ? \у-■€]<$ 
оператор 1ІЕІ2 


оператор непрерывен по а> и ^ и обратив $фк 

зад-сад, у р а Тогда.* если функций Ф г 0 (% {/) р ра®= диф&е сей* 
«паруема в окрестности \/ , то і неявна# функція $ (<»} ,, 

являющаяся решением уравнения Ф €<% ■ (у(Ш ^4, 

и существующая в силу теоремы 2.13 также р раз і #|. 
руема« 

Доказательство*. Проведем жщукщш во номеру Цл- , оркянадд 
щему значеніи: 4,., р * т.е* предполагая* что йщшш 

Ч , ■-.• ■*■ ^ ^ ^ . . г. 


формула 


/1/ адад 
» I '~®0 


іедем ид 
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Первый множитель есть композиций . Ф- -/ раз дмфше’ 
РУ&тШ Сію пред по ложе пню килуводе ш т 3.216) фуадададя 
-*- і чу (/ (оь}} , р--'| рая дифференцируемой функции 

к бесконечно диффе ренцкру ешй функцій взятия обратного от 
ра (§«25)1 второй множитель есть композиция той т футул 
ос ■^•6»,^)} і Рші тв диффе рент руѳ мой Фізедш 


ъ 9 (<я>0 
"~з бсГ"~ 
ад» но 3*23 


Отсюда- 


Л V 

ЛОСЙк* 
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По 3*24 оба множит еда ф- ^ раг дід |> р • 

9 ™ 1 I® 3 дифференцируем;® и ю ад звцп ■ 

І/чФ) является ф~І раз дифферент рун) 
9 раз дмфферевдируе тШ фунвгоіей, что ш трое 




б Ф В частности * обратная функція: # 


мая мз трав меня х.-- (р(у) й Ф— Ш(М) с обвятишг 

дифференцируема функция р(у). 

3*27» а*В 2,. г 1'5' ш свели теорему о дифференцируем 
параметру Л, неподвижной точки сжимающего отображения 
А (а, я) ( І/ж А ->17'} к іеореие 2.14 о дифферент 

неявной функции* Используя вместо хеареш 2МѢ іеор 

3*26 8$ получаем следующее усиление теореме 2X5 на •: 

вксних производных? |ЩДй .пра дед часть дифференциальног о ; 


ои (/'(Ж. ?4 


ф ( :ф 3 (/■ (^4^1 ,Щ 
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р раз диффе ренцируемой по , То хе отшешхеш 

'*? ТЫ5 іШТі ' \ "Й ХЗ' <"6Ч* Т^ЙіШЙІ ЕйГТЯ 1 ч? 4 & ( У$“~ г 5? Д *е«*Уьлчй1 чг-ѵл т» ч*» аѵ 'ы* ѵ.і 


шшш производным от решения рХцУх) , уравненія для 
получается дифференцированием по 4 уравненія (I) 
ложенив соответствующей гладкости функціи Ф С4, 
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\ § 3«3«. Вариационное исчисление* 
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пространство У " 4 {іІ мз всех функций определенных 
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ровашюе 



значения в - пространстве У , кепрерш? 
ын производящей первого псрлдіга» вор 


11 . > 


Это пространство - полное та оснований 1*45* Пусть далее 


лек кар. \4 »У : г 


ВОЯ7Г 

Д ?ѵ/4р» 


8 Й- ѵх 

функціи 

*п! / СГ | 
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?/ *“*• <*? \ ? і 
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5 Л- 
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I совокупность Ѵ,<, 
ре (4) е V,,. при ? 


замкнутое множество. 


наконец» задана О- 

]© можно . по с тав и ті 
Ф1.ф]§. действующий из ’ 

,Л 
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Ж с - 
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.,/ < V, ^ 
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І ! X ѵ 
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'&? #р- ^ 
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по формула 


е ^ ^ 5 г 


Ф І Й - 


• ( --І.. / айй ] /Гр',/, 


Нас будут интересовать локальные эхсхремуш егого фу в 
абсолютные и условные* 


0* Покажем» превд всего. 


с /. 


іто функцион 
-Функционалом в V 


.*= > 
ѵЧ* 


заннмх условиях является О 
имеет непрерывную производную по |ф * Дм этого до от 
показать.» уте отображеніе У4 (Т) -* Йі 

жжет непрерывную производную* При жаздах фиксированны 


У 


в одв ал С Ф, уг,і ж.. 

0СТЬ птѵпт*пг« иг» 



выражение ФФ-ЧЕЙ есть число* прп 


число» промзводны@-ю§Ф4йЙ 


X / V- 




В 'I у Ж <« © # 

~ эдементы сопр 
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' 1 ' X Х Ѵр 
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іространств» ф 

;©!■ нредЗОдегЕл; 


д Л х Фб 

с > іл 


заданного 
із неравенств І&Ы 1 ь 1 .<»Ф 
в е- Ѵр следовало 
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}. ( ( ,Г\ I Ц*,, 


'■ .ІЙ 


Г .г> П 

о ^ ѵ 

іри всех : 


так® ЧТО0К 


I Г ?”'■ V /■ .. V , ^ ^ -- 

Шф I '% (■€’, Е •»• * і 


?тП • 

В ‘Гѵ 


Ц V. |Ці й Ч Ч' 1 



;огда по теореме о конечном приращении 

I & ( Ф, ^ +А г ♦ &) - & (^ /Л г) - ,ф ^ ^ - Щ> (Ж, $» 5*) к I 


I [4 №- Г+&4,*+&к) -Щ. (4^г)Ш + 


+ **/> і 


ііѲ'к) - 3$ №,(/■, г 


<т'Ш+Ікі 


шв'тпвлніг 


ла ФЙІФ.,/ 


мм дол іщ рассмотреть приращение этого функционала, т#@* в 
ЧИ *У ф[іМА] - Ф Су] (где А~ М*)*У(<?)) , ж 

лііігь из этого приращение главную линейную часть* 

Ьы имеем іі 

Фсряі- фш 


Подставляя в (3) вместо 


^ значеі 


В Рр’СТЛ 

•'ѵ ^ Ліѵ Дь«Л* 


значения ш 


/ ..Г \ Л / .' : 

® &■'*’Э#" >• «%- .Ді /*’ '"Л" : 

УГх.-'Ы & і Ь'кЛ.и 


Л(*, У-Ш +ЛЩр'Ш+Л'Ш - .Г(4 У'Щ у’№) ~ 

= Ьі-б^м, уЫНШ+^Н, уиі у-тш+ъѵлі 

'Я А | Аі, ( з#Л | Р I У! /_/\| 4- I Л' і'-ЛАІ} <■ с II УДІ 

*Л С I о Ч.'Ъ'/ I -ч- ..Я \ I пД-'Ы* * I *?!/ г - С, Ц'ГіЩ . 
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Отсюда 
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А |Г '^6 У *•' 


■ вде И? | - Ц ^ 1 * е (>-^) ІШІ 


Первый член в ( ) представляет собою линейное ішражеждэ 

относительно * У ? "(Т) » второй - «алую высшего во- 

рядка* Отсюда следует, что функционал фесть дифферен¬ 
цируемая функция из У' (ф) в !ѵі с дифференциалом (шгаче 
называвши вариацией| отсюда - вариационное исчисление) 

і ^ ф і _ / . 
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і х а •■ •> <•• -і I ѵ/||.! -ѵ» у { ^ і ’<И/;??/ С ч-/ * {-’ц ус -^4 у* С -г<1/ ^ И?■ і ' * 




$•4 Т - '* . 

ьуде» разнеживать точи локального экстремума фунхця© 


нала -Фі^} . & этих точках, величина Ф'(РФ дол «на обращать™ 

ся в нуль для любого смещении -А е ФѴТ) Будем сначала^ 
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воа слагаемом - от 4/(Ф) к А(Ш\ . Первый прием? однако? г-ре 


буѳт дифференцируемости но >6 функціи ^ К> У*Ш) 3 УШ) ? 
которая? вообще говоря? при произвольной у(Ш)<=М '(Т) не имеет 
места о- Поэтому применим второй прием* Будем обозначат* первооб¬ 
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В рассмотренных примерах видно* что экстремали* вообще гово¬ 
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траекторий с теми же свойствами и 
харажтеристикаш 8 эти траектории, 
определенные для коэффициентов 
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для значения дбг= 0 в прост ранет* 

В © 

Вс . 

оешш брать »©~ 

Ш8р8 М Е 

ѵ|лг* ѵ ^ «оі р. О ІЬ- 

*■ (/" 



■*;■(■» ри. 


то» траектории 
которая: ведет из |р- в ^ 
да- по тем же соображениям траенто 
рмм {/-(^ &) 


и о*о«*о 


,1 ™Уъ Ы с$ 


при ^5~ 


же 


что для любых 
і Й? ^ сГ 


і і/~~и'г 4. е: 4 

пгт покрывать тот 


Е, ! 


$ с/ 


» ЙЫ ВИДИМ ѵ. 


точек 


ет траі-кто 


Р»я* и при теш единственная, которая ведет из точки 4А»^,г 


О 


"л? 


О 

3*35* Таким образом, хотя и в малых областях, у нас него 
экстремали, соединяющие две заданные точки* Не такой экстр:--*.--.-. 
функционал т( ( /} имеет' стаціонарное значение по сревневяі? с 
соседним кривыми, имеющим те же концевые точки* В каких ъл/чі 
&ж это. стационарнве- значение будет экстрема л ьнны~мшшмал шт г. 



максимальным ? Редко можно ответив на это® вопрос прямым рас- 
смотрением значений функционала на соседних кривых* В- обшей ш 
жжт (3*3) некоторые дальнейшие выводы мы могли делать* аьзякзі 
ру® второй дифференциал функции* Найдем второй дифференциал фуі 
ционала <И т экстремали, * Будем считать* что 

фунхцш Г имеет непрерывные производные до 3~го зорядпа. 
Мы имеем в стационарной точке функции Р(4&ъ-) 
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ШЫгк')к>^Ж*Ж 
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НТ р ’р пя л ЫВДЙ 
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оЧ"Фіу-у - ;| і[ 5 й (у, ші &ШЧЪЧ і&яъ (4 04 


і~п и- 
■ ь & 


.4 «> ,, м , 


Мы утверждаем» что функционал 9^)гЛ 
функции 04) і'локальный шшимуи лишь в одуч 
Ж &г'Ѵ форма Ь : г-•?. ( ; Ф.> $' 1 (Чіъ)) к* ъО 


&ѴЯЖШШ У 


может иметь не 
в» если яр:•* жаж т 


уотн ѵ* что это условие не выполнено, т*е* при некотором 
л5~€о существует элемент такой* что 

Ѵ> -* }. ^ {’ёвНкъО * Менно считать, что ' е • ^ 


>, ЧТО ^'О 
,, // / \ 

і , У'Сярі с 


,.р силу непрерывности сруякда г*» в уку* и ѵ г 
82 ЧИСЛО ф<0 1 окрестность ■ (г&о" 0 ^о’™* с - I 


рой выполняется неравенство Р*-* ( ^04) к*#; ($> < 



Рассмотрим вещественную гладкую функцию у(ф) . *, определение 
при всех Ф & (“ «л ^) р равную О при 

дожйтёльную при !4М 9 не.превосходящую^. X* с ироиз&идьоі 

большей I в интервале /6 <. & • Функции 

г /_/} ™ * Г ГѢ { 4~4©У] ОШ любом ПЬ~ Ир* 

надлежит <Г(Т) . Рассмотрим выражение ли Я т- 

щешш 4иШ- ?ы,Шк . Первое слагаемое 

У = / р «; ^ «)«с а о^ 

«А' 1 . 2" /,.Х \ ^ А 

остается ограниченным нрм , так как апь^'^і * 

Второе слагаемое _ „ 

л ‘ р г~ /.../ / г -./^). Гу/ (уЬ)} 

ч Л ^ ГѴчаЛ V, &г 0^.7 >/ 1 *•"/ і, I'* 

отрицательно и так как на интервале ІФІ < * пь величина 


Ь\ <а величина 

г :/ 

Л Ж/ О 


2 / _х 


■,, / / 
ѣ.‘ і- 

\ •і '' ѵ '4 ^ 

■-6)'&М' з ~ №Г' 

Для ш 

зетаточно больших М> 

та Гт,- 

& ѵ 

СФ) отрицательна* Ѣ 
функционал Ф ^ У'.л Н' 

ж « Следовательно *' условие г г- 

при любом 

к&У к любом -4и 

ТОГО* что 

бы функционал Ф Г У'] 

докальног 

о минимума* 

5? г ! П- іС 

О «О О № 
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*№> й -\ ? >' Ѵ 5 ѵ 7 % ?, Л' Г 
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гі?ъ локального мііі #у 

У « У/ д\ 4 с?-Г ••••. Л 4 * 


ся необходим 
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точным условием локального минимума должно быть условие 
г, (4а(€) рМ)к* 7 с? ІИ* при любом я а®Ф;и 

к& У „ Это действительно так* но -при некотором дополни*/*, 
ном предположений} и является результатом более тонкою аь'-**ь 

8 которому ш и переходим* ( .. 

б 0 Функция Яко би~Гамильтоиа• Рассмотрим в условиях зю-. 

пучок ТГ экстремалей уравнения Шлера, выходящей и» хочв* 
І^У-о} . Обозначим эти экстремали через 
где и &У; I (Л,~Оъ і е есть угловой коэффициент 

т при ее выходе из точки ІО * йр ^ П Г Н 

кезщом меньше» ^ ? Г- ,) эти тлектории покрывают вз&^ь-^-л 


& Ц 1 о--(л I .< с есть угловой коэффициент экстре.» 


ш Ф-4 Си п,Р 


стории покрывают взаншо-од- 
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іозначно некоторую область в пространстве 
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Мы не будем 


предполагаяь сейчас малости 
щеетвование такого пучка*. 


0 - оі $ а предположен лишь, с у- 



В пространстве Т* У траекто¬ 
рия пучка покрыв і 
лаоть 0- * при< і через каждую 



рші этого пучка* 

С А } * С 


С Ёрс 

ходит 1 одна и только одна треекхо- 

данной точки 
определим 

функцию ф 


где і У 


экстремаль, ведущая в точку 


а 


О I 


[Ж. Й ■ называется- функцией Якоби- 


нала Ф(|/-) » Она зависит от точки у 0 


в* найдем оолныі дшрфереі 
ходе мз точки в точку і-'* 

Мы имеем при . Д <*$ > О 



г ■■■■", 

V у. 

* ФуШСіШіІ 
дм- фувкдмо- 
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ЧУ у, ил ош 

«-* ѵ'Ч» Ж г 
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Ы+&А у-і-ьу)- X (&,?)■ 
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<? ’ ,/1 ’ і 


ѵЩ у® У Г Ф- 
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Рис*. 3,3-10 


где #,с$) траектория, ведущая 
из точки €о 0 у-оі в точку 
(уі~Ь> У'} * 

Первое слагаемое имеет главную 


линейную часть, согласно 3.31 (*»}, равную 

5 €- 

Гг з ^ ; /ѵЛ . 9^ 


о 


где .. X ( I') ■=■ Я'і ФІ' )"-{/ муі • Поскольку 
мель, которая, по доказанному, обладает *тлт«щ произве*« ла 
выражении (3) ш можем осуществить из 




есть, экстре- 

* и^ииййидсОй > • 

ВТОРОГО СЛ-5Г? 



юго по частям с переходе», от -тС-’С §) ж -Х^ІГ) » Мы пояучш 


при этом 


р' Г 'Ъ <?• .р і >\ і г}&- 1 п/іѣ ■•■■■■ 

,! і ш ^ 1 5-/ -»* у* 4/ ( ні 

о * ' 

г Г Т> У ОС 1 $ ГАг/Л: , 
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Ф й эь. ■ 
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Рис# 3.3-ІІ 


іі-іФЬ) 


поскольку подиитегральное выражение на экстремали- о* 

щаегся в О • 

Второе слагаемое в (2) допускает выделение главной лін< 
части сяедующим образош 


1 А"& , . „ / V Гр- / * / / \ / л *Ѵ /И $ -.,іі 

і *«н«.. .,*-»* а 8$( \ ы і С '”"• ~± (уг~ (Рі ж*;! ір { ж, іі , д уь 
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В итог® можно написать 
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^ I* ■’ 

с! 






'У'ѵ'А 
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причем в правых частях величины ^ являются однозначно 
определенными функціями от ?6 * У' • 

г. Рассмотрим теперь какую-либо другую кривую {М^/, 

также соединяющую точки хНА 


также соединяющую точки і : *;2 

и *С& (//} в пределах облает, 
покрытой пучком экстремален 
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означав*» в соответствии с определенавы 

ХОЭффа-> 


вычислением ее ди 


тент экст ре ма дм» 
кривой 

В то же врена 


проходящей адрез точку «СФ& & (*&)} 


шв 


■ р ‘ ' 

Е&^ ~ з (~ (?Ь Ц'(тб) 




Таким образом» 
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! '■:’ -4 І ? / 


Используя разложение Тейлора, равномерное во всем *■’ ■' 

^ (4. ^ С4 й ;= ^ ^.^ *° с *. х7? 

ш можем записать результат в виде 

ф I (Л !— /А'. 1 —... 4 Р Р Гр' / /V /Т.<$Д. л с Л» Ліі / ГГ 4 Г -Л\ 


(/•! -Ж I I ух /* О* Г '4^1 (А*( >і4} )^ 

* 1 А Л ь-э-ъш ѵ -У - -ирі-ьц ку р } 
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+о ( ѵ# і ^ (.о - / а ) ] г ^; ;і 5 


(?) 


яем сформулировать достаточное условие эі-а» 
Теорема» Экстремаль //--^(4) » включенная в пучок экоие- 


малек, дает локальный минимум ів пространстве & ѵ * / 


Ф'г'П ѵ ! Л 


функционалу ^Г^З » если Форш (ѢуЩ* 


■Ф- 


>0 » при всех ■?& еФ а . 



40 , 


Доказательство* В силу непрерывности функции 

Ііл'й «.-а- пдо імя>* дум* тик?»' <0- л л ѳз 


ДІО ( с<?. И- 

ггѴ Ѵ- - ^ 0 уТ . 


существу»! таю©- а 

Ѵ-і- /*; г 4 Л. V'"? 1 «■***! ЙЙ ТІ Л 

.а с рсш с; гі ь 1 .Ь і> 


,0 


что выполняется пщ всех. тажш я 


ООу У*’{'■*&}} 'Рѵ'ёи /УМ 


7/, 4.ѵ\ # 


д іЛ I *> с 

I // / 
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Далее возьмем такое 


& '.•■ / ;■ * 

V». Ч. ► # 


выполни вт ся не рав ем с гт 

» / / -■? \ г і // 


где о 
Тогда, беря 
Ші" иолучйи 


есть второе слагаемое под знаком интеграла ѵОі 

іи(*)-у-и)і<<г и №‘и)-и-'Ш< ь , 


л і и- )■»$(.и*] у, .1 

Ч 1Г «**• У? -•« * б/ - ■••з? 


Г <*. I /Д 1 (Л) } | ?. С / /7. ^ 


1-Ѵ.і 


>✓ -$• / / ^Т=€) ШІ ‘'оС*6ъ $ 


1 в I? Ну 


ф Су-:]>> Ф ІШ , если / ^ (?6}~1/(*6)1<с? 


і ^ \-€-гу ѵЬЯ 


яворемв доказана* 

Подчеркнем существенность условія "экстремаль, включенная 
в пучок экстре шлей"* Оно было весьма, существенно при доказав 
тедьстве, поскольку да использовали свойства функции Якоби-ІЪ» 
шли она, определенно! в области, покрытой пучков экстремалей» 

; гП 


Для малых дуг экстремалей оно всегда выполняется, так как шлу. 
дугу экстремали, как да видели, всегда можно включить в пучок 
экетрещяей§ но для длинных дуг оно может не выполняться, и 
тогда, даже при выполнении условия г^-а- #4? а Ш/Г ? 
данная экстремаль может не давать локального минимума*. 


3*37* Рассмотрим с дочей зрения выполнения достаточны.! 



>ры, приведенные, в 8 ©83* 
(ИОНИЯ 3*336 . 
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Здесь экстрема» - пряше и данная экстремаль всегда вклю¬ 


чает сш в пучок экстремалей в Далее 


іѴі ™ , Ы 


л,' $ хх ■ 


представ лает собою положительный оператор, 
в любой ограниченном области изменения г? 
точное условие действуете отрезок прямой д 
калышй (ж даже, конечно, абсолютный) мини 
линяющих две дальние точки* 
б* Функционал 3*33в ...—, 

ф Д#і - Г оіъь 


9Ѣ.,^ М.і‘ ѵ 




.■Кг у о/ щ 


, поэтому доста- 
твительно дает ло~ 


|Х« ОСЬ 


здесь экстремаль такіе; включается 
имеем далее 


РС<*> гй 


Г™ /ос 3>Л а 


> < а г * 


х экстремалей* ж. 


(г (<щ с '1+ г ~гГ} -ж 


эта величина также полоа&тельная, следовательно, экстремаль 
реализует локальный шншаум времени,. 

в* функционал З.ЗЗг Ф 10 ^ і /і+р^оСоь, ЦІгІЯг&г 


\ N0 


І / 




Рис. 3.3-14 


мз двух экстремалей, соединию- 
щих точки (-с,р) и (сор) { , 
верхнюю можно включить в пучок 
экстремалей, пользуясь сдвигами 

экстремалей § 


Далее 


стрема ли Ф 9 


> с > О 


Следовательно, верхняя экстремаль реализует локальный минимум. 
Нижнюю экстремаль нельзя включить в пучок экстремалей і приз¬ 
нак Вейерштрасс® не дает ответа® Более точный анализ (см. 




показывает* что а 


шдмонному исчислению, 1955, стр Д89). 
экстремаль не дает экстремума® 


г* для уравнений механики, связанных' с 
X і с/у4 — I ( Т- 00} о/:4 а 


овалом З.ЗЗі 


1 і і щ ос./; и= и(<х- ь 1 ося/) 

і ~ II т л 

Ь> ■$*. а 11 • И 

II ‘ \У ! 


гно * положит ельный 


;::?іог оператор, очевидно, положительный ( 1 т ъ Щ } » 

поэтому для малых экстремалей (которые всегда можно окружить 
пучком) интеграл действия фактически минимален среди всех 
близких кривых. Поэтому соответствующий вариационный принцип 
называют также принципом наименьшего действия# Йо следует иметь 
в виду, что для длинных траекторий интеграл действия на траек¬ 
тории-движения может уже не давать локального минимума. 


а» да.» 


3*36* Уравнения Гамильтона. 


функции Я же 


З.ЯЙ (в). 


к уравнениям для Фун 


& * ѵ п а & -а и? ѵ д / ч. % 


V \1) 


Н = и г )-к и 

а -С 

Правые части этих уравнений обозначим 


ущим ооразом: 




к пространству 
>р Г 2 г о бра- 


•7 • лсли, как мы всегда предполагаем, оператор г 2г обра¬ 
тим, то из уравнения- можно локально выразить 

через ?Ь і (А ж Р « Функцию Н , первоначально задан 
ную, как функцию от >4 ^ и у-* , можно также считать функци¬ 
ей от др ср и Р , если подставить значение в- , как функ 


* ж , і 


, первоначально задан- 
также считать функці¬ 


ею от ^ у 


запись 


Ч^ар) и будем 
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называть эту функцию функцией Гамильтона* 

б* В переменных у з р своеобразно записываются 
ж сами уравнения Эйлера* Мы имеем из (3), помня» что при обра¬ 
зовании дифференциала безразлично» какие аргументы независимые 


переменные, какие -функции: 

о(/ И *- — оЬ Р -і-оС(р ^) - 

-{■ р оС-ъ + оСр- 2 - іЕ 



Считая Н функцией от *Ь Л ^ и р 

*Э И ..... э Г‘ о /~І ъ_Е И 

ъ4: ' ъ у- » эр 


і получаем 
г . 

< $ 
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14.? 


При фиксированных у- и р величина лежит в 

Г» Й . ! I ф РІ . . І і ^ 


Л г 


-в И 

Щ 


в іі 


и 


У | однако г последнее из уравнений (4) показывает» что на 
самом деде "0- ~ лежит в (меньшем, вообще говоря) прост¬ 
ранстве у , 

Уравнение Эйлера имеет вид 

Щг (^ 0^1 (у 1 ш\ = ^ % (4 
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Используя соотношения (2) и (4) и заменяя ^ на . 

мы можем теперь заменить (5) двумя уравнениями первого порядка 
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Уравнения (б) называются уравнениями Гамильтона, 
функции 

в*.. Посмотрим, что представляет собою функция 
внеш# механики» где . Р = і -Ц * При этом ш 
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Ш и~ полная энергия системы* функции Гамильтона И 
данном случае совпадает с полной энергией системы* 
г * ^ ы ви Двли, что в случае, когда функция Лагранж 
зависит явно от времени, полная энергия [Г механической 
сисгеші является первым интегралом уравнений движения, т*ѳ* 
постоянна на жаждой тпаектории* Оказывается, что аналогичный 

' Функціонала 3*31 (2)* если функция' 

€”■ * то функция Гамильтоне И доставят 
первый интеграл уравнения Эйлера* Пусть -в-) 1е за « 


~ ^ ^ *Л ** *■ а» » ѵ ѵ* 

юсит «“ ■ 01 ..* ,> »••• Р«ІЯ г) * РТй*.) . Тогда ре- 
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как обычно, знак функционала стоял перед знаком эдеме] 
который действует этот функционал* Итак,, функция 

ьг сВое значение на каждой траектории уравнения 3 
утверждалось* 

3 * 39 * а * Другие первые интегралы можно получить с помощью 
набора функций Гамильтона-Якоби* В 3*37 мы рассматривал! одну 
тшу.е функцию* но на самом деле их много - например, меняя & ■ 
& уже получаем целое семейство пучков экстремалей і соответст¬ 
венно целое семейство функций Гамильтона-Якоби. В переменных 

• г ^і юР уравнения для функций Гамилыона-Якобм можно пере~ 
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Подставляж первое уравнение во второе ш получаем уравнение 
(нелинейное уравнение в частных производных) 


Пи,^ Ц) 
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і функция Якоби-Гамильтона; 
вершина соответствующего щч- 


этому уравнению удовлетворяв* 
о (4 » где бы ии над 

жа экстремалей. 

б. Теперь ш будем называть функцией Гамильтона-Якоби любое 
решение уравнения Гамильтона-Якоби (I). 

Пусть известно решение этого уравнения» 2 (4, 
зависящіе® от произвольного параметра оГ , причем 

Мы утверждаем, что функция \С (*6, у) - ъ является 

первым интегралом уравнений Эйлера, т*е, она постоянна вдоль 
каждой траектории* Действительно, используя уравнения Гамильто¬ 
на 8 Ф 38 (б), № получаем 
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разом» знаніе достаточно большого запаса функций 
Гашдьтона-Якоби может облегчить нам нахожденіе решений урав 
неній Э 



